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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4, Quanto maior o valor do inteiro 2, menor o valorde 1+ % Assim, se x > 3, o maior valor que o produto poderia
tomar, seria quando x = y = z = 3, em cujo caso
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Assim, para que a identidade se verifique, temos de terx = 1 oux = 2.

e Sex = 2ey > 3 entdo o maior valor possivel seria quando z = 2, y = z = 3 que daria

() (-1

Assim a Unica hipdtese seria y = 2.
Resolvendo a equacdo para z temos

Ll sy
2z (+1)(y+1)

ou seja,
(z+ Dy +1)

:2xy—:n—y—1)'

Sendo x = 2 e y = 2 temos neste caso z = % = 3, que verifica as condigdes pretendidas.

e Sex = 1ey > 5 entdo o maior valor possivel seria quando z = 1, y = z = 5, ou seja

ISIERER

Assim, y terd de estar entre 1 e 4. Substituindo cada valor possivel de = e y na equacdo de z, resulta em

y| 1] 2 [3]4
z || —4 | Impossivel | 8 | 5

Temos assim 1rés solugcoes nas condigdes pretendidas, (2,2, 3), (1, 3,8), e (1,4, 5).
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5. Uma vez que as areas dos triangulos [ABQ)] e [AD P] sdo iguais, os triangulos [Q P D] e [Q P B] também tém
a mesma drea. Considerando [Q P] como base destes dois triangulos conclui-se que as alturas relativas a esta
base sdo iguais, ou seja, a distancia dos pontos D e B & reta PQ é a mesma, e portanto [Q P] & paralelo a
[DB].

B

Seja h a distancia do ponto A a [PQ)]. h; a disténcia de A a [BD] e hy a disténcia de C' a [BD]. Usando
semelhanga de tridngulos, tem-se

h AP  &rea[APD] 1

hi AB drea[ABD] sBDhy

Logo, conclui-se que h = %. Por outro lado, 2014 = %@(hl + hg). isto &, hy + hg = 2014h. Seja X o

ponto de intersecdo das diagonais do quadrildtero. De novo por semelhanca de tringulos, tfem-se

AC AX+XC AX XC h _hy  hith

_— = N - = = 2014.
iR iR AR AR kT h 3

Finalmente, fem-se A .
RC AC AR
RA 4R
6. No primeiro concerto hd pelo menos 50 mUsicos a tocar ou pelo menos 50 mUsicos a ouvir na plateia. No
segundo concerto, destes 50 musicos, hd pelo menos 25 mUsicos a focar ou pelo menos 25 mUsicos a ouvir na
plateia. No terceiro concerto, destes 25 musicos, hd pelo menos 13 musicos a tocar ou pelo menos 13 musicos
a ouvir na plateia. No quarto concerto, destes 13 musicos, hé pelo menos 7 musicos a tocar ou pelo menos
7 mUsicos a ouvir na plateia. No quinto concerto, destes 7 musicos, hd pelo menos 4 musicos a focar ou pelo
menos 4 mudsicos a ouvir na plateia.

= 2014 — 1 = 2013.

Cada um destes 4 musicos tfem que ouvir os restantes 3 musicos, logo ao todo tem de haver pelo menos
4 x 3 = 12 audigcdes. Em cada concerto hd no méximo 2 x 2 = 4 audicdes, o que acontece quando 2
musicos tocam e 2 musicos estdo na plateia. Se houvesse apenas 3 concertos, cada um seria tocado por 2
muUsicos. Portanto cada um dos musicos tfem de tocar pelo menos 2 vezes, e portanto sdo necessdrios pelo
menos 4 concertos para que os 4 mUsicos se oucam mutuamente. Assim o festival tem de ter pelo menos 9
concertos.

9
Para mostrar que 9 concertos sdo suficientes, observemos que hd ( 4 ) = 126 conjuntos de 4 concertos.

Se cada musico escolher um conjunto distinto, ent@o cada um dos restantes musicos toca num conjunto de
concertos diferente e portanto estard na plateia nalgum dos concertos.
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